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ثابت کنید اگر  مضرب   باشد آنگاه   مضرب   است.  1 n28n4

ثابت کنید اگر  عددي اول باشد، آن گاه به یکی از دو صورت  یا  نوشته می شود.  2p ≥ 5p = 4k + 1p = 4k + 3

رقم یکان عدد  را به دست آورید.  3( + 7)211

باقی ماندة تقسیم عدد  را بر  به دست آورید. (رقم یکان  را بیابید.)  4A = 1! + 2! + 3! + ⋯ + 500!10A

» را بیان و اثبات کنید. عکس عبارت «اگر باقی مانده هاي تقسیم دو عدد  و  بر  مساوي باشند آن گاه   5abma b≡
m

، ثابت کنید فقط یکی از سه حالت زیر امکان پذیر است. اگر   6

   یا    یا  

(  (به عبارت دیگر،   یا    یا  

k ∈ Z

k 2≡
3

k 1≡
3

k 0≡
3

k ∈ [0]3k ∈ [1]3k ∈ [2]3

اگر  و  ثابت کنید:  7

 

m, n ∈ Na, b ∈ Z

m ≤ n , a|b ⇒ |am bn

ثابت کنید اگر   برابر مجموع مربع هاي   عدد صحیح باشد.   نیز برابر مجموع مربع هاي دو عدد صحیح است.  8a22a

به روش بازگشتی ثابت کنید حاصل ضرب هر دو عدد حقیقی، کوچک تر یا مساوي نصف مجموع مربعات آن ها است.  9

معادله هم نهشتی  را حل کرده و جواب عمومی آن را به دست آورید.  108x 20≡
12

باقی ماندة تقسیم  را بر  به دست آورید.  11( + 19)38364

ثابت کنید می توان دو طرف یک رابطۀ هم نهشتی را در عددي صحیح ضرب کرد، به عبارتی دیگر، براي اعداد صحیح  و عدد طبیعی  ،  12

اگر  آن گاه  .

c, b, am

a b≡
m

ac bc≡
m

فرض کنید  عددي طبیعی باشد، حاصل  را به دست آورید.  13a[21 , 35a]a2

براي هر سه عدد حقیقی  ثابت کنید:  14

 

x, y, z

+ + ≥ xy + yz + xzx2 y2 z2

همۀ اعداد صحیح چون  را بیابید که  برابر آن ها به علاوة  بر  بخش پذیر باشد.  15a5911

اگر دو عدد  و  رقم یکان برابر داشته باشند رقم یکان عدد  را به دست آورید.  16(3a − 5)(4a − 7)(9a + 6)

ثابت کنید عدد  بر عدد  بخش پذیر است.  17− −2351 1151 1251132

با استفاده از بسط دوجمله اي خیام یعنی،  18

.  ثابت کنید که براي هر  و  همواره 

(a + b = ( ) × + ( ) × b + ( ) × + ( ) × + ⋯ + ( ) ×)n
n

0
an

n

1
an−1 n

2
an−2b2 n

3
an−3b3 n

n
bn

n ∈ Na, b ∈ Z(a + b +)n ≡
ab
an bn

ثابت کنید: اگر باقی مانده هاي تقسیم دو عدد  و  بر  مساوي باشند آن گاه  .  19abma b≡
m

فرض کنیم،  و  و  در این صورت ثابت کنید  .  20a b≡
m

b c≡
n

(m, n) = da c≡
d

اگر  و  ثابت کنید  .  21a b≡
m

n|ma b≡
n

. اگر  و  و  هر دو عدد اول باشند ثابت کنید   22p ≠ qpq(p, q) = 1

1



. عددي حقیقی مانند  ارائه کنید به طوري که   23x<x3 x2

گزاره هاي زیر را به روش بازگشتی (گزاره هاي هم ارز) ثابت کنید:  24

     الف) اگر  و  دو عدد حقیقی (مخالف صفر) باشند داریم:

   ب) براي هر سه عدد حقیقی  و  و  داریم:

xy+ ≥ 2
x

y

y

x

xyz(I) + + ≥ xy + yz + zxx2 y2 z2

(II) + + 1 ≥ xy + x + yx2 y2

. ثابت کنید اگر  آنگاه   25d|b , c|a , (a , b) = 1(c , d) = 1

ثابت کنید اگر  آنگاه   26a = bq + r(a , b) = (b, r)

ثابت کنید اگر  عددي طبیعی باشد کسر  ساده شدنی نیست.  27n
21n + 4
14n + 3

فرض کنید  عددي اول باشد اگر آنگاه حاصل  را بیابید:  28p , a , ∈ N= p
[a , b]

(a , b)

+a2 b2

( , )a3 b2

صورت کلی جواب هاي معادلۀ هم نهشتی  را بیابید:  2973x 1≡
23

در یک تقسیم مقسوم علیه برابر  باقیمانده برابر  می باشد حداکثر چند واحد می توان به مقسوم اضافه کرد بدون آنکه خارج قسمت ، مقسوم   30
علیه تغییر کنند؟

173
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با توجه به فرض مسئله   چون   مربع کامل است پس توان تمامی عوامل اول آن زوج است بنابراین می توان نتیجه گرفت   مضرب   است و می توان   را به صورت   1
نمایش داد حال داریم:

 بنابراین   مضرب   است.

 2

باقی ماندة هر عدد بر  به یکی از صورت هاي زیر است:

 

،  عددي زوج است که با اول بودن آن تناقض دارد. بنابراین اعداد اول به فرم  یا  خواهند بود.  در حالت  و 

 3

   

 رقم یکان برابر  است.

،    بنابراین داریم: می دانیم به ازاي   4

 

) بنابراین رقم یکان  برابر  می باشد.  ( و 

باید ثابت کنیم که  آن گاه  و  در تقسیم بر  هم باقی مانده اند. می توان نوشت:  5

 

،  یا  نمایش داد. طبق قضیۀ تقسیم  را می توان به یکی از سه فرم   6

بنابراین  حالت ممکن زیر را در نظر می گیریم:

:  ، حالت اول: 

 

:  ،  حالت دوم: 

 

:  ،  حالت سوم: 

 

 7

به روش مستقیم ثابت می کنیم: (فرض می کنیم  و  دو عدد صحیح می باشند.)  8

 9

  

 گزاره همواره درست است.

 10

= 8qn2n2q2n224
q ′2

= → n = = 4n2 24
q ′2 22

q ′ q ′

n4

4

p = 4k (1) , p = 4k + 1 (2) , p = 4k + 2 (3) , p = 4k + 3 (4)

(1)(3)p(2)(4)

225
≡
10

⇒ 210
≡
10

22 8−→
×2

211
≡
10

⇒ + 7 15 5211
≡
10

≡
10

5

n > 410|n!

∀n ≥ 5 , n ∈ N n! 0≡
10

⇒ 1! + 2! + 3! + 4! + 5! + ⋯ 500! 1 + 2 + 6 + 24 + 0 + ⋯ + 0 3≡
10

≡
10

n ∈ Nn ≥ 5A3

a b≡
m

abm

{ a = mq + r

b = m +q ′ r′

0 ≤ r < m

0 ≤ < mr′

a b → m|a − b → m|mq + r − m − → m|r −≡
m

q ′ r′ r′

→ r − = mk (k ∈ Z) → r = + mk (k ∈ Z)r′ r′

k = 0 → r =− →−−−−
0≤ <mr′

0≤r<m

r′

k3q3q + 13q + 2

3

k = 3qq ∈ Z

3|k → k 0 → k ∈ [0≡
3

]3

k = 3q + 1q ∈ Z

3|3q + 1 − 1 → 3|k − 1 → k 1 → k ∈ [1≡
3

]3

k = 3q + 2q ∈ Z

3|3q + 2 − 2 → 3|k − 2 → k 2 → k ∈ [2≡
3

]3

a|b | | × |−→− am bm − →−−−−−−−
b∈π , n−m≥0

am bm bn−m −→− am bn

xy

a = + ⇒ 2a = 2 + 2 = ( + 2xy + ) + ( − 2xy + )x2 y 2 x2 y 2 x2 y 2 x2 y 2

= (x + y + (x − y)2 )2

xy ≤ ⇔ 2xy ≤ +
+x2 y 2

2
x2 y 2 ⇔ + − 2xy ≥ 0x2 y 2 ⇔ (x − y ≥ 0)2

3
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 11

  

 12

     

 13

 

 14

  

چون نابرابري آخري همواره درست است پس با بازگشت روابط حکم برقرار است. 

باید همۀ اعداد صحیح  را بیابیم که در معادلۀ هم نهشتی  صدق کنند داریم:  15

 
طبق فرض داریم:  16

 

می توان نوشت  بنابراین  که با توجه به تمرین قبل  17

.  بنابراین 
 18

طبق فرض می توان نوشت  و  داریم:  19

 

.  بنابراین  در نتیجه 

: با توجه به فرض  بنابراین  و   20

 

 21

 :طبق فرض

فرض کنیم  و  بنابراین داریم:  22

 

.  حال با توجه به اینکه  با فرض مسئله در تناقض است نتیجه می گیریم 

براي مثال:  یا  را در نظر بگیرید.  23

الف)   و  هم علامت اند بنابراین  خواهد بود؛ داریم:  24

 

8x 20 32≡
12

≡
12

 − →−−−−
(8,12)=4

 x 4 ⇒ x = 3k + 4≡

=3
12
4

(k ∈ Z)

38 2 → 4 0≡
4

382
≡
4

≡
4

 → 0 , 19 33836
≡
4

≡
4

 ⇒ + 19 33836
≡
4

a ≡ b ⇒ m|a − b ⇒ m|c(a − b) ⇒ m|ac − bc ⇒ ac bc≡
m

A = 21 = 3 × 7 × , B = 35 = 5 × 7 ×a2 a2 a2 a2 ⇒ [A,B] = 105a2

+ + ≥ xy + yz + xzx2 y 2 z2 ⇔ 2 + 2 + 2 ≥ 2xy + 2yz + 2xzx2 y 2 z2 ⇔ ( + − 2xy) + ( + − 2yz) + ( + − 2xz) ≥ 0x2 y 2 y 2 z2 x2 z2

⇔ (x − y + (y − z + (x − z ≥ 0)2 )2 )2

a5a + 9 0≡
11

5a + 9 0 → 5a 2 2 + (3 × 11) 35 a 7 → a = 11k + 7 ; k ∈ Z≡
11

≡
11

≡
11

≡
11

− →−−−−
(5,11)=1

≡
11

3a − 5 4a − 7 → 10|(4a − 7) − (3a − 5) → 10|a − 2 → a 2 (I)≡
10

≡
10

9a 2 × 9 8 (II)−→−
(I)

≡
10

≡
10

9a + 6 8 + 6 4−→−
(II)

≡
10

≡
10

23 = 11 + 12− − = (11 + 12 − ( + )2351 1151 1251
)51 1151 1251

11 × 12|(11 + 12 − ( + ))51 1151 1251132| − ( + )2351 1151 1251

(a + b − ( + ) =  ( ) b + ( ) + ⋯ +  ( ) a)n an bn
n

1
an−1 n

2
an−2b2 n

n − 1
bn−1

=   ( )∑
i=1

n−1
n

i
an−ibi

→ ab|(a + b − ( + ) → (a + b +)n an bn )n ≡
ab

an bn

a = mq + rb = m + rq ′

a − b = mq + r − (m + r) = mq − m = m(q − ) = mkq ′ q ′ q ′

m|a − ba b≡
m

(m, n) = dd|md|n

a b a b (I)≡
m

−→−
d|m

≡
d

b c b c (II)≡
n

−→−
d|n

≡
d

{ → a c− →−−−
(I),(II) a b≡

d

b c≡
d

≡
d

a b → m|a − b≡
m

} → n|a − b → a b
m|a − b

n|m
≡
n

(p, q) = dd ≠ 1

d|p , d|q d = p , d = q p = q− →−−−−−
q,p,d≠1اول

−→−

p = qd = 1

x − 0٫1x = −1

xyxy > 0

+ ≥ 2 ⇔ xy( + ) ≥ 2xy ⇔ + ≥ 2xy
x

y

y

x

x

y

y

x
x2 y 2
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همواره درست  
 ب)

 

همواره درست  

فرض کنید  در این صورت داریم:  25

تذکر :   26

 

باید ثابت کنیم  می توان نوشت:  27

 

، یعنی  هیچ مقسوم علیه مشترکی جز  ندارند و کسر مورد نظر ساده شدنی نیست.  در نتیجه  بنابراین 

 28

فرض کنید  آنگاه می توان نتیجه گرفت    در نتیجه  حال می توان نوشت:

می توان نوشت:  29

 

.  بنابراین داریم: 

طبق فرض   اگر  واحد به  اضافه کنیم به طوریکه خارج قسمت تغییر نکند، الگوریتم تقسیم به فرم زیر در می آید:  30

 

 به طوریکه  یا  در نتیجه حداکثر مقدار  برابر  می باشد.

⇔ + − 2xy ≥ 0 ⇔ (x − y ≥ 0 →x2 y 2 )2

(I) + + ≥ xy + yz + zx ↔ 2 + 2 + 2 ≥ 2xy + 2yz + 2zxx2 y 2 z2 x2 y 2 z2

⇔ + + + + + − 2xy − 2yz − 2zx ≥ 0x2 x2 y 2 y 2 z2 z2

⇔ (x − y + (x − z + (y − z ≥ 0 →)2 )2 )2

= (c , d)d ′

= 1|c |ad ′ −→
c|a

d ′

|d |bd ′ −→
d|b

d ′

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
− →−−−−

|(a , b)d ′

(a ,b)=1
d ′

(a , b) = (a , ka + b) k ∈ Z

(a , b) = (bq + r , b) = (bq + r − bq , b) = (r , b)

(21n + 4 , 14n + 3) = 1

(21n + 4 , 14n + 3) = (21n + 4 − 14n − 3 , 14n + 3) = (7n + 1 , 14n + 3) = (1 , 7n + 1) = d

d|1d = 121n + 4 , 14n + 3±1

(a , b) = db = d , a = db′ a′,( , ) = 1a′ b′[a , b] = da′b′

= p → = p → = p → = 1 , = p
[a , b]

(a , b)

da′b′

d
a′b′ a′ b′

= = + = 1 +
+a2 b2

(a , b)

( + )a′2 b′2 d2

d2
a′2 b′2 p2

73x 1 4x 1 1 + 23 24 x 6≡
23

− →−−
73 4≡

23

≡
23

≡
23

≡
23

− →−−−−
(4,23)=1

≡
23

x = 23k + 6

a = 17q + 13xa

a + x = 17q + (3 + x)

3 + x < 17x < 14x13
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