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علامه طباطبایی_مشهد

در دستگاه  معکوس ماتریس ضرایب مجهولات به‌صورت  است.  را به‌دست آورید.   1{ ax + by = ۲
cx + dy = −۱

[ ]۰
۲

−۱
۱

x + y

اگر  وارون ماتریس  را بیابید.   2A = [ − j]i
۲

۲×۲
A

اگر  و  باشد، مقدار  چقدر است؟   3B = [ ]۰
۱

−۱
x

=B−۱ B۲x

اگر ماتریس  وارون‌پذیر باشد، ثابت کنید.   4A

= A( BA)A−۱ n
A−۱Bn

دستگاه معادلات  را در نظر بگیرید. آیا می‌توان از ماتریس وارون برای حل این دستگاه استفاده کرد؟ توضیح   5

دهید.

{ ۲x − y = ۴
− ۴x + ۲y = ۲

، حاصل  را به‌ دست آورید. اگر  ماتریس مربعی از مرتبۀ  باشد و    6A۲|A| = ۳|۲ | + |۳A|A−۱

اگر  مقدار  را به‌ دست آورید.   7A = [ ]|A|

۱
۳

۴ |A|
|A|

 باشد، وارون  را بیابید. اگر  وارون‌پذیر و    8A= AA۲(I − ۳A)

اگر  حاصل دترمینان  را به‌ دست آورید.   9= [ ]A
۳ ۲

−۳
۳
۹

(۲A)−۱

  وارون‌پذیر باشد، معکوس  را بیابید. اگر ماتریس    10A = [ ]|A|

−۳
۲ |A|

۵ |A|
A

اگر  و  دو ماتریس مربعی وارون‌پذیر از مرتبۀ  باشند. ثابت کنید:   11ABn

+ =∣∣A
−۱ B−۱∣∣

|A + B|

|AB|

. اگر  اعداد  و  و  را طوری پیدا کنید به‌ طوری‌ که داشته باشیم    12A = [ ]۵
۲

۳
۱

mnrm + nA + rI =A۲ O
¯ ¯¯̄

اگر  وارون‌پذیر باشد، ثابت کنید.   13A

=∣
∣A

−۱∣
∣

۱
|A|

اگر  و  وارون‌پذیر باشد و  ثابت کنید:   14ABAB = A + B

+ = IA−۱ B−۱

اگر  و  ماتریس‌های وارون‌پذیر و  و  باشد؛ آنگاه حاصل  را به‌ دست آورید.   15AB= AA
۲= BB

۲(A + B)−۱

اگر  و  حاصل  را به‌ دست آورید.   16A = [ ]۱
۱

۱
۱

= [ ](A + I)
۶ a

c

b

d
a − b

نشان دهید ماتریس  در رابطۀ  صدق می‌کند.   17A = [ ]۲
−۱

۱
۱

− ۳A + ۳I =A۲ O
¯ ¯¯̄

اگر  باشد مقدار  را به دست آورید.   18= ۸
∣

∣

∣
∣

۰
۱
x

۱
۰
۰

۰
x

۱

∣

∣

∣
∣x

1



اگر  به‌صورت زیر معرفی شده باشد ماتریس  را بیابید.   19A = [ ]aij ۳×۲A

=aij

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

− ۱i۲

i − j

j − i

, i = j

, i > j

, i < j

، در این‌ صورت حاصل  را بیابید. اگر  ماتریسی  باشد و    20A۳ × ۳|A| = ۵||A|A|

اگر  در این‌ صورت  را به ‌دست آورید.   21A =
⎡

⎣
⎢

−۲
۰
۱

۰
−۳
۰

۰
۰

−۵

⎤

⎦
⎥∣∣A

۲∣∣

اگر  ماتریسی  و اسکالر باشد و  در این‌ صورت  را بیابید.   22A۳ × ۳= ۴a۱۱|A|

اگر  و  در این‌صورت  و  را به‌ دست آورید.   23A = [۱ ۲ ۳]B =
⎡

⎣
⎢

−۲
−۱
۳

⎤

⎦
⎥|AB||BA|

ماتریس‌های  و  مفروض‌اند. ماتریس  را به‌دست آورید و برقراری تساوی   24

 را بررسی کنید.

A = [ ]۲
۳

−۱
۴

B = [ ]۳
۴

۱
۲

A × B

|AB| = |A| |B|

نشان دهید  معادلۀ خطی است که از نقاط  و  می‌گذرد.   25= ۰
∣

∣

∣
∣

x

a

c

y

b

d

۱
۱
۱

∣

∣

∣
∣(a, b)(c, d)

اگر  و  ماتریس‌های وارون‌پذیر باشند و  ثابت کنید.   26AB= B( )A۲ −۱

= ABA−۱

به‌ازای چه مقدار  ماتریس  وارون‌پذیر نیست؟   27mA = [ ]m

۱
۳

m − ۲

ماتریس مربعی  در تساوی  صدق می‌کند. ابتدا نشان دهید  وارون‌پذیر است، سپس وارون  را حساب   28
کنید.

A۲ − A + I =A۲ O
−

AA

اگر  در این‌صورت اعداد حقیقی  و  و  و  را چنان بیابید که تساوی  برقرار باشد.   29A = [ ]a

c

b

d
abcd− ۵ |A| + ۶ = ۰|A|

۲

اگر  و  مربعی و وارون‌پذیر باشند، ثابت کنید:   30AB

=(AB)−۱
B−۱A−۱
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‌               1

                2

          3

        4

به همین ترتیب داریم:  

خیر، زیرا دترمینان ماتریس ضرایب صفر است؛ بنابراین محاسبۀ وارون امکان ندارد.   5

 

درواقع معادلات این دستگاه، معادلۀ  خط موازی را نشان می‌دهد که می‌دانیم دو خط موازی نقطۀ برخوردی )جوابی( ندارند.

              6

            7

       8

            9

{ ax + by = ۲
cx + dy = −۱

[ ] = [ ] [ ] = [ ] → x + y = ۱ + ۳ = ۴x

y

۰
۲

−۱
۱

۲
−۱

۱
۳

A = = [ ] = [ ][ − j]i۲
۲×۲

− ۱۱۲

− ۱۲۲
− ۲۱۲

− ۲۲۲
۰
۳

−۱
۲

= [ ] =A−۱ ۱
۳

۲
−۳

۱
۰

⎡

⎣
⎢

۲
۳

−۱

۱
۳
۰

⎤

⎦
⎥

B = [ ] → = [ ]۰
۱

−۱
x

B−۱ ۱
۱

x

−۱
۱
۰

= [ ] [ ] = [ ]B۲ ۰
۱

−۱
x

۰
۱

−۱
x

−۱
x

−x

− ۱x۲

= → [ ] = [ ] → x = −۱B−۱ B۲ x

−۱
۱
۰

−۱
x

−x

− ۱x۲

= ( BA)( BA) = B( )BA = A( BA)A−۱ ۲
A−۱ A−۱ A−۱ AA−۱

  
I

A−۱B۲

= ( A)( BA) = ( )BA = A( BA)A−۱ ۳
A−۱B۲ A−۱ A−۱B۲ AA−۱

  
I

A−۱B۳

= A( BA)A−۱ n
A−۱Bn

|A| = = ۴ − ۴ = ۰
∣

∣
∣

۲
−۴

−۱
۲

∣

∣
∣

۲

{ = ≠
۲x − y = ۴
− ۴x + ۲y = ۲

۲
−۴

−۱
۲

۴
۲

۲ + |۳A| = + |A| = ۴( ) + ۹|A| = + ۲۷ =∣
∣ A−۱∣

∣ ۲۲ ∣
∣A

−۱∣
∣ ۳۲ ۱

|A|

۴
۳

۸۵
۳

|A| = → |A| = ۴ − ۳
∣

∣
∣

|A|

۱
۳

۴ |A|

∣

∣
∣ |A|۲

→ ۴ − |A| − ۳ = ۰ →|A|۲
⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

|A| = ۱

|A| = −
۳
۴

= A A = → A = IA۲ − →−−−−−−−−−
A−۱ ضرب طرفین در

AA−۱
  

I

AA−۱
  

I

→ = = = − = − I(I − ۳A)
−۱

(I − ۳I)
−۱

(−۲I)
−۱ ۱

۲
I −۱ ۱

۲

= [ ] → = ۲۷ → |A| = ۳A۳ ۲
−۳

۳
۹

|A|۳

= = = × =∣
∣(۲A)

−۱∣
∣

∣

∣
∣

۱
۲
A−۱∣

∣
∣

۱
۴

∣
∣A

−۱∣
∣

۱
۴

۱
|A|

۱
۱۲
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              11

               12

؛ پس با فرض مقادیر  و  به دست می‌آیند.  با جایگذاری  در درایه‌های دیگر نتیجه می‌گیریم 
               13

            14

        15

        16

‌

‌‌همانطور که می‌بینید در تمام توان‌ها  می‌باشد.
         17

A = [ ] |A| = ۵ + ۶ |A| → ۵ + ۵ |A| = ۰
|A|

−۳
۲ |A|

۵ |A|
− →−−−−−−−−−−−

از دو طرف دترمینان می‌گیریم.
|A|۲ |A|۲

→ ۵ |A| (|A| + ۱) = ۰ → { |A| = ۰
|A| = −۱

غ ق ق

→ A = [ ] → = [ ] = [ ]−۱
−۳

−۲
−۵

A−۱ ۱
−۱

−۵
۳

۲
−۱

۵
−۳

−۲
۱

= =
|A + B|

|AB|

|A + B|

|A| |B|

۱
|A|

|A + B|

|B|

= |A + B| = (A + B) = (I + B) = +∣
∣A

−۱∣
∣

∣
∣B

−۱∣
∣

∣
∣A

−۱ B−۱∣
∣

∣
∣ A−۱ B−۱∣

∣
∣
∣B

−۱ A−۱∣
∣

= [ ] [ ] = [ ]A۲ ۵
۲

۳
۱

۵
۲

۳
۱

۳۱
۱۲

۱۸
۷

m + nA + rI = → [ ] + [ ] + [ ] =A۲ O
¯ ¯¯̄ ۳۱m

۱۲m
۱۸m
۷m

۵n
۲n

۳n
n

r

۰
۰
r

O
¯ ¯¯̄

→ [ ] = [ ]۳۱m + ۵n + r

۱۲m + ۲n
۱۸m + ۳n

۷m + n + r

۰
۰

۰
۰

} → ۶m + n = ۰ ⇒ n = −۶m۱۸m + ۳n = ۰
۱۲m + ۲n = ۰

n = −۶mr = −mm = ۱n = −۶r = −۱

A = I A = |I |A−۱ − →−−−−−−−−−−
ازطرفین دترمینان می‌گیریم.

∣
∣A

−۱ ∣
∣

→ |A| = ۱ → =∣
∣A

−۱∣
∣

∣
∣A

−۱∣
∣

۱
|A|

AB = A + B (AB) = (A + B)− →−−−−−−
از سمت چپ

A−۱ ضرب در
A−۱ A−۱

( A)B = A + B → IB = I + BA−۱ A−۱ A−۱ A−۱

→ B = I + B B = (I + B)A−۱ − →−−−−−−
از سمت راست

B−۱ ضرب در
B−۱ A−۱ B−۱

I = I + B → I = + → + = IB−۱ A−۱ B−۱ B−۱ A−۱ A−۱ B−۱

= A A = → A = IA۲ − →−−−−−−−−−
A−۱ ضرب طرفین در

AA−۱
  

I

AA−۱
  

I

= B B = → B = IB۲ − →−−−−−−−−−
B−۱ ضرب طرفین در

BB−۱
  

I

BB−۱
  

I

→ = = = = I(A + B)−۱ (I + I)−۱ (۲I)
−۱ ۱

۲
I −۱ ۱

۲

A + I = [ ] + [ ] = [ ] → a − b = ۲ − ۱ = ۱۱
۱

۱
۱

۱
۰

۰
۱

۲
۱

۱
۲

= [ ] [ ] = [ ] → a − b = ۵ − ۴ = ۱(A + I)۲ ۲
۱

۱
۲

۲
۱

۱
۲

۵
۴

۴
۵

= [ ] [ ] = [ ] → a − b = ۱۴ − ۱۳ = ۱(A + I)۳ ۲
۱

۱
۲

۵
۴

۴
۵

۱۴
۱۳

۱۳
۱۴

a − b = ۱

= [ ] [ ] = [ ]A۲ ۲
−۱

۱
۱

۲
−۱

۱
۱

۳
−۳

۳
۰
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دترمینان را برحسب سطر اول بسط می‌دهیم:   18

        19

       20

می‌دانیم  بنابراین داریم:   21

می‌دانیم ماتریس اسکالر ماتریسی قطری است که درایه‌ها یکسان هستند. چون  بنابراین داریم:   22

      23

          24

معادلۀ خطی که از نقاط  و  می‌گذرد به شکل زیر است:   25

مطابق روش ساروس داریم:

۳A = [ ] , ۳I = [ ]۶
−۳

۳
۳

۳
۰

۰
۳

− ۳A + ۳I = [ ] − [ ] + [ ] = [ ] =A۲ ۳
−۳

۳
۰

۶
−۳

۳
۳

۳
۰

۰
۳

۰
۰

۰
۰

O
¯ ¯¯̄

۰ − ۱ + ۰ = ۸ → −(۱ − ) = ۸ → − ۱ = ۸
∣

∣
∣

۱
x

x

۱
∣

∣
∣ x۲ x۲

→ = ۹ → x = ±۳x۲

A = = =[ ]aij ۳×۲

⎡

⎣
⎢⎢

a۱۱

a۲۱

a۳۱

a۱۲

a۲۲

a۳۲

⎤

⎦
⎥⎥

⎡

⎣
⎢

۰
۱
۲

۱
۳
۱

⎤

⎦
⎥

||A|A| |۵A| = ۱۲۵ = ۶۲۵= ===
|A|=۵

|A|
 

۵

| | =An |A|n

|A| = = −۲ = −۳۰
∣

∣

∣
∣

−۲
۰
۱

۰
−۳
۰

۰
۰

−۵

∣

∣

∣
∣

∣

∣
∣

−۳
۰

۰
−۵

∣

∣
∣

→ = = = ۹۰۰∣∣A
۲∣∣ |A|۲ (−۳۰)

۲

= ۴a۱۱

|A| = = ۶۴
∣

∣

∣
∣

۴
۰
۰

۰
۴
۰

۰
۰
۴

∣

∣

∣
∣

AB = [۱ ۲ ۳] = [−۲ − ۲ + ۹] = [۵] → |AB| = ۵
⎡

⎣
⎢

−۲
−۱
۳

⎤

⎦
⎥

BA = [۱ ۲ ۳] =
⎡

⎣
⎢

−۲
−۱
۳

⎤

⎦
⎥

⎡

⎣
⎢

−۲
−۱
۳

−۴
−۲
۶

−۶
−۳
۹

⎤

⎦
⎥

→ |BA| = −۲ − (−۴) − ۶ = ۰
∣

∣
∣

−۲
۶

−۳
۹

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣

−۱
۳

−۳
۹

∣

∣
∣

  
۰

∣

∣
∣

−۱
۳

−۲
۶

∣

∣
∣

  
۰

A = [ ] , B = [ ]۲
۳

−۱
۴

۳
۴

۱
۲

AB = [ ] [ ] = [ ] → |AB| = ۲۲ (۱)
۲
۳

−۱
۴

۳
۴

۱
۲

۲
۲۵

۰
۱۱

→ |AB| = ۱۱ × ۲ = ۲۲ (۲)
|A| = ۸ + ۳ = ۱۱
|B| = ۶ − ۴ = ۲

(۱) , (۲) → |AB| = |A| |B|

(a, b)(c, d)

y − b = (x − a) → y = ( )x − ( ) + b
b − d

a − c

b − d

a − c

ab − ad

a − c

→ y = ( )x +
d − b

c − a

bc − ad

c − a

= ۰ → (bx + yc + ad) − (ay + dx + bc) = ۰
∣

∣

∣
∣

x

a

c

y

b

d

۱
۱
۱

∣

∣

∣
∣

x

a

c

y

b

d

(b − d)x + (c − a)y + (ad − bc) = ۰
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         26

                   27

 ماتریس  وارون‌پذیر نیست.

          28

 

 وارون‌پذیر است.  

         29

یا

طبق تعریف وارون باید ضرب  و  برابر  باشد.   30

(c − a)y = (d − b)x + (bc − ad)

y = ( )x +
d − b

c − a

bc − ad

c − a

= B( )A۲ −۱

= B → × = B( )A−۱ ۲
A−۱ A−۱

× = AB → = AB−→−
×A

AA 
I

−۱ A−۱ A−۱

→ |A| = ۰ → = ۰
∣

∣
∣
m

۱
۳

m − ۲
∣

∣
∣A

→ m(m − ۲) − ۳ = ۰ → − ۲m − ۳ = ۰ → (m + ۱)(m − ۳) = ۰ → {m۲ m = −۱
m = ۳

−۲ + A = I → A(−۲A + I) = I → |A| |I − ۲A| = |I |A۲

A→ |A| |I − ۲A| = ۱ → |A| ≠ ۰ →

A(I − ۲A) = I → = I − ۲AA−۱

− ۵ |A| + ۶ = ۰ → (|A| − ۲)(|A| − ۳) = ۰|A|۲

→ |A| = ۲ = ۴ − ۲ = ۲− →−−−−
c=۱,d=۴

a=۱,b=۲ ∣

∣
∣

۱
۱

۲
۴

∣

∣
∣

|A| = ۳ = ۶ − ۳ = ۳− →−−−−
c=۳,d=۳

a=۲,b=۱ ∣

∣
∣

۲
۳

۱
۳

∣

∣
∣

ABB−۱A−۱I

(AB)( ) = A( ) = AI = A = IB−۱A−۱ BB−۱
  

I

A−۱ A−۱ A−۱

( )(AB) = ( )B = IB = B = IB−۱A−۱ B−۱ AA−۱
  

I

B−۱ B−۱

6

نام
ی 

ب


